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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

Θέμα Α. 

 

Α.1.  Θεωρία (σχολικό βιβλίο σελίδα 251) 
 
Α.2. Θεωρία (σχολικό βιβλίο σελίδα 273) 
 
Α.3. Θεωρία (σχολικό βιβλίο σελίδα 150) 
 
Α.4. α.) Λ 
 
 β.) Σ 
 
 γ.) Σ 
 
 δ.) Σ 
 
 ε.) Λ 
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Θέμα Β. 

 

Β.1. ( )2
2 z z+z i-4-2i=0+ ⋅  

 Έστω : z = x+yi τότε 

 ( )2 22 x +y 2xi-4-2i=0+ ⇒  

( )2 22x +2y -4 + 2x-2 i=0 ⇒  

2 22x +2y -4 =0  και 2x-2=0 

 x2+y2=2                    x=1 

 y2=1 

 y= 1±  

  

Άρα z1=1+i ή z2 = 1-i     

 

Β.2. 
( ) ( ) 3939 39 39

39 4 9+31
2 2

2

1+i 1+iz 1+i 2i
w=3 3 3 3 3 i 3 i 3i

z 1-i 21 -i
⋅

⎛ ⎞⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = ⋅ = ⋅ = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Β.3. 1 2u+w 4z -z -i= ⇔  

 u+w 4+4i-1+i-1= ⇔   

 u+w 3+4i u+3i 5= ⇔ =  

  

Άρα κύκλος Κ(0,3)  ρ=5 
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Θέμα Γ. 

x

f

h(x)=x-ln(e +1)
A :

 

 

Γ.1. 
x x

x
x x x

1 e 1 e 1
h (x)=1- e 0

e +1 e 1 e 1
+ −′ = = >
+ +

 

 ( ) ( ) ( )
( )

x1 2x x x
2x

e
h (x)= e 1 1 e 1 e 1 0

e 1

− −′ ′⎡ ⎤′′ + = − + ⋅ + = − <⎢ ⎥⎣ ⎦ +
 

 Άρα  η h είναι κοίλη 

 

Γ.2. ( ) ( )        ln
2h (x) 2h (x)h he e

e       lne ln  
e+1 e+1

↑
′ ′< ⇔ < ⇔  

 ( ) ( ) ( )x

1
h 2h (x) lne < lne-ln e+1  h 2 1 1 ln e+1

e +1
⎛ ⎞′ ⇔ < − ⇔⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
xh e +1>0

x x x 0
x x

2 2
h h(1)  1 2 e +1 e >1 e e x>0

e +1 e +1

↑⎛ ⎞ < ⇔ < ⇔ < ⇔ ⇔ > ⇔⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Γ.3. Οριζόντια ασύμπτωτη 

 ( )( ) ( )( )
x

x x x
xx + x + x + x +

e
lim h(x)= lim x ln e +1 lim lne ln e +1 lim ln

e +1→ ∞ → ∞ → ∞ → ∞

⎛ ⎞
− = − = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

• Αν 
x

x+1

e
u=

e
τότε

x x

x xx + x +

e e
lim lim 1

e +1 e→ ∞ → ∞
= =  

Οπότε ( )
x

xx + u 1

e
lim ln lim lnu ln1=0

e +1→ ∞ →

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

 

άρα οριζόντια ασύμπτωτη η y=0 όταν x→ +∞  
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Πλάγια ασύμπτωτη 

( ) ( ) ( )x x x

x x x x x

x-ln e +1 ln e +1 ln e +1h(x)
λ = lim lim lim 1 lim 1 lim 1 0 1

x x x x→−∞ →−∞ →−∞ →−∞ →−∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = − = − = − =
⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( )( ) ( )( )x x

x x x
β= lim h(x)-x lim x ln e +1 -x lim ln e +1 0

→−∞ →−∞ →−∞
= − = − =  

 

Άρα πλάγια ασύμπτωτη η ε: y=x όταν x → −∞  

 

Γ.4. ( )
xe 0

xφ(x) = 0  e h(x)+ln2 0  h(x)+ln2 0
≠

⇔ = ⇔ = ⇔  

 ( )
x 1 1

x x
x x

2 2e
x-ln e +1 ln2 0 lne ln 0 ln ln1

e +1 e +1

+⎛ ⎞⎛ ⎞+ = ⇔ + = ⇔ = ⇔⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
x

x x x x 0
x

2e
1 2e e +1 e =1 e =e x=0

e +1
= ⇔ = ⇔ ⇔ ⇒  

  

Άρα  
1

0

E = φ(x) dx∫   

Το πρόσημο της φ(x) εξαρτάται από το 
x

x

2e
ln

e 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

οπότε στο (0,1) 

x xln

x x

2e 2e
1 ln 0

e 1 e 1

↑ ⎛ ⎞
> ⇔ >⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

άρα η φ(x) >0 στο (0,1). 

( )
11 1 1 1x x x x

x x x x
x x x x

0 0 0 00

2e 2e 2e 2e
E = φ(x)dx= e ln dx e ln dx e ln e ln dx

e 1 e 1 e 1 e 1

′⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′= = − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫

( )

1 x x
0 x

x x
0

1 x x

2x
0

2e 2 e 1 2e
eln e ln e dx=

e+1 2 2e e 1

2e e 1 2e
eln 0 dx=

e+1 2 e 1

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+⎛ ⎞ − − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠ +

∫

∫
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( )

( )

( )

1 x

x
0

1
x

0

2e e
eln dx=

e+1 e 1

2e
eln ln e 1

e+1

2e
eln ln e 1 ln2

e+1

2e
eln ln e 1 ln2

e+1

2e 2
eln ln

e+1 e 1

⎛ ⎞ −⎜ ⎟ +⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎡ ⎤− + =⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎡ ⎤− + − =⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
⎛ ⎞ − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞ +⎜ ⎟ +⎝ ⎠

∫

 

 

Θέμα Δ. 

 

xe -1
,x 0

xf(x)=

1, x =0

⎧
≠⎪⎪

⎨
⎪
⎪⎩

 

 

Δ.1. Για x≠0, 

 
x-1 xDLH

x 0 x 0 x 0

e e
limf(x)=lim lim 1

x 1→ → →
= =  

 F(0)=1 

  

 Άρα 
x 0
limf(x) f(0)=1  
→

= ⇒ F συνεχής στο x0=0 

 

 Για x 0≠ : 

 

 
( )x x x x

2 2

e x- e -1 e x-e +1
f (x)=

x x

⋅ ⋅′ =  
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Θέτω x xg(x)=x e - e +1⋅  

 x x x xg (x)=e + x e e x e′ ⋅ − = ⋅  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Άρα g(x) g(0) για κάθε x≥ ∈  

 g(x) 0 για κάθε x≥ ∈  

 

 

 

 

 

 

 

 

f↑  

 

 

 

 

 

 

x -∞ +∞0 

- + 
 

g’ 

g 

x 0 

+ + 
 

f’ 

f 
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Δ.2.α.)   
2F (x)

1

h(x)= f(u)du
′

∫  

 
2F (0) 1

1 1

h(0)= f(u)du f(u)du 0
′

= =∫ ∫  

 Αφού 

x

x x x

20 0 0 0 0

e -1
1f(x)-f(0) e -1 x e -1 e 1xf (0)=lim lim lim lim lim

x-0 x 2x 2 2xx x x x x→ → → → →

− −′ = = = = =  

  

Άρα h(x) =0 ,τουλάχιστον μια ρίζα τη x=0 

 

Για τη μοναδικότητα : 

 

‘Εστω : 
2f (x)

1

h(x)= f(u)du
′

∫  

Έχουμε δείξει ότι h(0)=0. Θα δείξουμε ότι είναι μοναδική ρίζα. 

 

Για x>0 x 0 x xe  > e e  > 1 e 1 0⇒ ⇒ ⇒ − >  

Για x<0 x 0 x xe  < e e  < 1 e 1 0⇒ ⇒ ⇒ − <  

 

Οπότε 
xe -1

f(x)= 0
x

>  άρα f(x) >0 για κάθε x ∈  

 

Δηλαδή h(x) = 0 μόνο αν 2f’(x)=1. 

  

Οπότε 2f’(x)=1 
f1

f (x)= f (x)=f (0) x=0
2

′↑

′ ′ ′⇒ ⇒ ⇒  

 

Άρα x=0 μοναδική ρίζα. 
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β.)  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

x'(t)>0 1-1 λόγω f

0 0

1
x (t)=2f x(t) x (t) 1 2f x(t) f x(t) f x(t) f (0)

2
x(t)=0

Άρα Μ x ,f(x ) M(0,1)

′↑

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔

⇒

 

 

Δ.3.  

( )

( ) ( )

( ) ( )

2x
2

2 2x

2 2x

e -1
g(x) x 1 e x-2

x

g( ) e -1 1 e x-2

g( ) e -e x-2

x

x

⎛ ⎞
= + − ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − ⇒

=

 

Άρα ( ) ( )
2

xg(x)= e -e x-2⎡ ⎤
⎣ ⎦  

 

Άρα ( ) ( ) ( ) ( )x xg (x)=2 e -e x-2 e -e x-2 ′⎡ ⎤′ ⎣ ⎦  

( ) ( ) ( )x x xg (x)=2 e -e x-2 e x-2 e -e⎡ ⎤′ +⎣ ⎦  

( ) ( ) ( )x x xg (x)=2 e -e x-2 x e -2e + exe′ ⋅ −  

( ) ( ) ( )x x xg (x)=2 e -e x-2 x e -e -e′ ⋅  

xg (x)=0  e -e = 0  x=1′ ⇔ ⇔  

x-2 = 0 x=2⇔  
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x x

x x

x

x e e e = 0

Αν H(x) = x e e e , x [1,2]

Σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η Η έχει μια τουλάχιστον ρίζα ρ στο (1,2)

και επειδή

H (x) = x e 0  οπότε  H ,  η ρίζα ρ είναι μοναδική

⋅ − −

⋅ − − ∈

′ ⋅ > ↑
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